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Bindre Suchbaume

Binire Suchbiume — Ubersicht

Natirliche bindre Suchbaume
@ Begriffe und Definitionen

@ Grundoperationen: Einfiigen, sequentielle Suche, direkte
Suche, Loschen

@ Bestimmung der mittleren Zugriffskosten

Balancierte Bindrbdume: AVL-Baum
@ Einfiigen mit Rotationstypen
@ Ldschen mit Rotationstypen
@ Hohe von AVL-Baumen

Gewichtsbalancierte Binarbaume

Positionssuche mit balancierten Baumen (L&sung des
Auswahlproblems)
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Bindre Suchbiume

Definition: Ein natiirlicher bindrer Suchbaum B ist ein Bindrbaum.
B ist entweder leer oder jeder Knoten in B enthilt einen Schliissel
und:

@ alle Schlissel im linken Unterbaum von B sind kleiner als der
Schlissel in der Wurzel von B

@ alle Schliissel im rechten Unterbaum von B sind groBer als der
Schliissel in der Wurzel von B

@ die linken und rechten Unterbdume von B sind auch binare
Suchbidume.
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Grundoperationen

e Einfiigen

o direkte Suche

@ sequentielles Durchlaufen
@ Ldschen

http:
//webpages.ull.es/users/jriera/Docencia/AVL/AVLtreeapplet.htm


http://webpages.ull.es/users/jriera/Docencia/AVL/AVL tree applet.htm
http://webpages.ull.es/users/jriera/Docencia/AVL/AVL tree applet.htm
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Suche in Binarbiaumen

Direkte Suche
Die Suche nach einem Schliissel x in einem Baum (Teilbaum) lauft
nach folgendem rekursiven Schema ab:

Man inspiziere den Wurzelknoten des Baumes.

Falls x = Schliissel des inspizierten Knotens: Suche beendet.
Sonst:

Falls x < Schliissel des inspizierten Knotens: Setze Suche im
linken Teilbaum fort.

Falls x > Schliissel des inspizierten Knotens: Setze Suche im
rechten Teilbaum fort. Maximale Anzahl inspizierter Knoten:
Tiefe des Baumes.

Sequentielle Suche

Einsatz eines Durchlauf-Algorithmus (Zwischenordnung)
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Einfligen in bindren Suchbdaumen

Einfiigen von Schliissel x:
@ Suche nach x. Falls vorhanden, tue nichts.

@ Sonst: Fiige Knoten mit Schliissel x als Blatt ein an dem
Knoten, wo Suche nach x endete.

Schliissel 4 einfiigen —
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Ldschen in bindren Suchbidumen

Losche Knoten (=Schliissel) x aus dem Baum. Drei Fille:
@ x ist ein Blatt. Dann entferne x aus dem Baum.

@ x hat genau einen nicht-leeren Unterbaum B. Entferne x und
verbinde B direkt mit der Wurzel von x.

© x hat zwei nicht-leere Unterbdume. Dann ist der direkte
Nachfolger y von x ein Knoten mit leerem linkem Unterbaum

(vgl. Ubungsaufgabe 19). Lésche den Knoten y und ersetze x
durch y.
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Beispiel: Loschen

Gegebener Baum 3 geldscht 6 geloscht 4 geloscht

AN
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Markieren statt Loschen

Alternative: Jeder zu |6schende Knoten wird speziell markiert; bei
Such-und Einfiigevorgdngen wird er gesondert behandelt.
Vorgehen:

@ Bei der Suche den geldschten Knoten nur zur Entscheidung
benutzen, ob links oder rechts weitergesucht wird.

@ Bei erneutem Einfiigen den Wert neu als Blatt einfligen oder
Loschmarkierung entfernen.

Achtung: Bei dieser Art des Léschens wird kein Speicher freil
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Bindre Suchbdume: Zugriffskosten

KostenmaB: Anzahl der aufgesuchten Knoten bzw. Anzahl der
bendtigten Suchschritte oder Schliisselvergleiche.
o Erfolgreiche Suche nach einem Schliissel in Knoten auf Stufe
k braucht k + 1 Schritte. (z.B.: Wurzel auf Stufe 0 braucht 1
Schritt.)
@ Gesamte Schritte, um jeden Knoten im Baum B mit Hohe
h(B) genau ein Mal zu finden:

n h(B)—1
SBY=) (ki+1)= > (k+1)n
i=1 k=0

@ k; = Stufe des j-ten Knotens
@ n, = Anzahl Knoten auf Stufe k.
e mittlere Kosten pro erfolgreicher Suche (Zugriff)

z(B) = n"'S(B)
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Minimale mittlere Zugriffskosten

Minimale Zugriffskosten konnen in einer fast vollstandigen oder
ausgeglichenen Baumstruktur erwartet werden. Berechnung fiir
vollstandigen Baum der Hohe h:

e Knotenzahl gesamt n = 2" — 1.

o Knotenzahl auf Stufe k ist ny = 2k

@ Gesamte Schritte, um jeden Knoten im Baum B genau ein
Mal zu finden:

h—
S(B) = lek(k +1)=(h—1)2"+1
k=0

o Mittlere Zugriffskosten

(h—1)2h+1

z(B) =n"15(B) = 1

€ ©(h) = O(logn)
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Maximale Zugriffskosten

Die langsten Suchpfade und damit die maximalen Zugriffskosten
ergeben sich, wenn der Baum zu einer linearen Liste entartet.

@ Genau ein Knoten auf jeder Stufe: ny =1 fiir k=0,...,n—1.
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Maximale Zugriffskosten

Die langsten Suchpfade und damit die maximalen Zugriffskosten
ergeben sich, wenn der Baum zu einer linearen Liste entartet.

@ Genau ein Knoten auf jeder Stufe: n, = 1fiir k=0,...,n—1.

@ Gesamte Schritte, um jeden Knoten im Baum B genau ein
Mal zu finden:

n—1
n(n+1
S(B) =Y (k+1)= (2)
k=0
@ mittlere Zugriffskosten
2(B) = n15(B) = ”‘2”

o Kosten wachsen linear (statt logarithmisch) mit n.
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Mittlere Zugriffskosten in zufalligen Baumen (1)

@ n verschiedene Schliissel mit den Werten 1,2,... n seien in
zufdlliger Reihenfolge gegeben, also alle n! Anordnungen
gleich wahrscheinlich.

@ Baum, in den die Schliissel in dieser Reihenfolge eingefiigt
wurden, lasst sich zerlegen in Wurzel i, linken Teilbaum mit
i — 1 Schliisseln und rechten Teilbaum mit n — i Schliisseln.

o Fiir die Teilbdume sind die Schliisselreihenfolgen auch wieder
vollkommen zufillig.

e S, = Erwartungswert der Stufensumme in einem solchen
zufalligen Baum mit n Knoten.

@ Rekursion

So=1+n"" [Sica+(i=1)+Spi+(n—1)
i=1

= gleich gewichtetes Mittel iiber alle Schliissel i in der Wurzel
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Mittlere Zugriffskosten in zufalligen Baumen (2)

Ausrechnen, um Rekursionsgleichung handlicher zu schreiben:
n
Sn=14n"1> [Si1+(i—1)+Sai+(n—i)]
i=1

:1+£ —12511_}_5”,
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Mittlere Zugriffskosten in zufalligen Baumen (3)

Rekursionsgleichung bis hierher:

Schwierigkeit: S, hangt nicht nur vom direkten Vorganger S,_1 ab
sondern von allen. Aber

N

n—

n—1
2

Si = (Sp—1—(n—=1))

Il
o

i

= Rekursionsgleichung fiir n — 1 nach dem Summenterm aufgeldst.
Einsetzen in die Rekursion fiir S,:

n—

2 1 1 1
n n n
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Mittlere Zugriffskosten in zufalligen Baumen (4)

Rekursionsgleichung nunmehr:
1 1
Sp=2— -+ <1+> Sn-1
n n
bzw. als Differenzengleichung
1 1
5n - Sn—1 =2—-—+ *Sn—l
n n

Approximation als Differentialgleichung

ds 1 1

— =2—-=-4+-=5

dn n n
Losung

‘Sn:2nlnn+1‘

erfiillt Anfangsbedingung S; = 1 (fein!).
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Vergleich: zufallige mit vollstandigen Baumen

Baume mit n Knoten, mittlere Zugriffskosten z,

o zufilliger Baum
zautillie — p=1lg — 2Inp4n7t
@ vollstandiger Baum

h—1)2h+1 2
Z,\;ollst — (,)7—*— = (lng(n + 1) — 1) nt

@ Verhaltnis der Kosten asymptotisch

Zzuféillig
lim 22— [=2In2~~1.39

N—00 Z[\;Ollst
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Balancierte Binarbaume

@ Der ausgeglichene bindre Suchbaum verursacht fiir alle
Grundoperationen die geringsten Kosten

o Perfekte Balancierung zu jeder Zeit ist jedoch sehr teuer.

@ In welchem MaBe sollen Strukturabweichungen bei
Einfiigungen und Ldschungen toleriert werden ?
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[-balancierter Binarbaum

Seien Bj(x) und B,(x) die linken und rechten Unterbdume eines
Knotens x. Weiterhin sei h(B) die Hohe eines Baumes B.

Definition: Ein /-balancierter Bindrbaum ist entweder leer oder es
ist ein Baum, bei dem fiir jeden Knoten x gilt:

|h(Bi(x)) = h(B-(x))[ < 1.

| 13Bt sich als MaB fiir die zuldssige Entartung im Vergleich zur
ausgeglichenen Baumstruktur auffassen.

AVL-Biume = 1-balancierte Bindrbdume (néchste Vorlesung).
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