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Ubungsscheine

Wenn Sie

® einen Ubungsschein benétigen und

@ voraussichtlich 60% der Punkte erreichen
werden (von 150 insgesamt),

machen Sie bitte einen Vermerk “Ubungsschein”
neben lhrer Matrikelnummer auf den abgegebenen
Loésungen.

Wenn nicht — bitte nicht!



Rucksack und Greedy

Das 0/1-Rucksackproblem (Wdh.)

Objekte {1,2,...,n} mit Volumina ti, t, ..., t, und Werten
P1,P2,---,Pn
Rucksack hat Gesamtvolumen c.

Menge zuldssiger Losungen

X ={xe{0,1}": Zx,-t,- <c}
i=1

Optimierungsproblem: finde y € X, so dass der Gesamtwert

f(y) =Y _vipi
i=1

maximal wird.



Rucksack und Greedy

Das 0/1-Rucksackproblem

@ Mengensystem erlaubter Objektkombinationen ist kein
Matroid. (Sieht man z.B. daran, daB nicht erweiterbare
Objektmengen nicht gleiche Kardinalitdt haben miissen.)

@ Dabher liefert der kanonische Greedy-Algorithmus nicht immer
die optimale Lésung.

e Dynamische Programmierung: Zeitaufwand O(nc), also sehr
zeitaufwendig bei groBer Kapazitat des Rucksacks c.



Rucksack und Greedy

Fraktionales Rucksackproblem

e Wie 0/1-Rucksackproblem, aber x; € [0, 1].
o Beliebige Bruchteile eines Objekts diirfen eingepackt werden.

Optimale Lésung wird gefunden mit folgendem Greedy-Ansatz:

@ Berechne von jedem Objekt i den Nutzen, also das Verhiltnis
aus Gewinn und Volumen p;/t; =: u;.

@ Sortiere Objekte absteigend nach Nutzen: u; > up > -+ > u,.

o Finde maximales i, so dass die Objekte {1, ..., 1} vollsténdig
in den Rucksack passen, Z 1t <

@ Setze x; = 1 fiir j </, x; = 0 sonst.

Falls i # n, ersetze

i
Xiy1= | € — g ti| /tisa
j=1



Rucksack und Greedy
Beispiel

i |1 2 3 4 5
pi|8 2 7 8 3
t; |13 1 4 5 2

8 7 8 3
ulz 2 7 5 3

@ Greedy fiir fraktionalen Rucksack erreicht Wert 20.2
X1 =xp=x3 =1, X4:%,X5:0.

@ optimale Losung fiir 0/1-Rucksack hat Wert 20
Objekte {1,2,3,5},alsoxy =xo=x3=x5=1, x4 =0

e Kanonischer Greedy fiir 0/1-Rucksack erreicht Wert 19,
Objekte {1,4,5}, alsoxy = x4 =x5 =1, xp = x3 =0.
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Rucksack und Greedy

Ganzzahlige und relaxierte Probleme

o Wichtige Unterscheidung zwischen ganzzahligen und
reellzahligen (“kontinuierlichen”) Optimierungsproblemen.

@ Einschrinkung auf ganze Zahlen macht viele Probleme
qualitativ schwerer 16sbar (Beispiel hier: 0/1-Rucksack).

@ Das einem urspriinglich ganzzahligen Problem zugeordnete
koninuerliche Problem heiBt Relaxierung oder relaxiertes
Problem.

@ Relaxierung wird oft betrachet, weil sie eine untere / obere
Schranke an die Werte der Kosten-/Gewinnfunktion liefert.



Branch and Bound

Branch and Bound

Bisher behandelte Strategien fiir Optimierungsprobleme:
@ Dynamische Programmierung

o Greedy-Verfahren

Was tun, wenn diese nicht anwendbar sind?

o Naiver Ansatz (“Brute Force”): vollstindige Aufzéhlung aller
moglichen Losungen.

@ Branch and Bound: Identifiziere moglichst groBe Teilmengen
des Lésungsraums, die keine optimale Lésung enthalten
kdnnen, und iiberspringe diese beim Aufzahlen.



Branch and Bound

Beispiel fiir Grundprinzip

Aufzédhlen von Lésungen
x1...xs Ges.Wert Ges.Vol.

00000 0 0 0/1 - Rucksack
10000 8 3 i 11 2 3 45
01000 7 4 pi|8 7 8 3 2
11000 15 7 t 13 4 5 2 1
001 %% <13

Keine Losung x mit x3 = x» = 0 und x3 = 1 kann wertvoller als
8+3+2=13 sein. Diese Losungen brauchen daher nicht aufgezahlt
zu werden, denn sie sind alle schlechter als der bisher gesehene
Maximalwert 15.



Branch and Bound
Optimierungsproblem und Schranke

Gegeben
@ Menge erlaubter Losungen X
@ Kostenfunktion f : X — R
Gesucht

@ y € X sodass f(y) < f(x) fiir alle x € X
y = globales Minimum der Kostenfunktion.

Sei g : P(X) — R. Die Funktion g heiBt untere Schranke von f,
wenn fiir alle A C X gilt:

g(A) < min f(x)

und fir alle x € X

g({x}) = f(x)

10/18



Branch and Bound
Branch and Bound, Grundalgorithmus

b — +oo, INIT(S), PUSH(S,X) ;
while not EMPTY(S) do
A=POP(S);
if g(A) < b then
if |[A| ==1 then
b — g(A);
end
else
if A= () then
(B, C)=Split(A);
PUSH(S,B) ;
PUSH(S,C) ;
end
end
end
end
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Branch and Bound

Anwendung auf das Rucksack-Problem

Da Branch and Bound minimiert (per Konvention), verwenden wir
die Kostenfunktion mit umgedrehtem Vorzeichen:

n
F(x) == xipj
i=1

Um Branch and Bound anwenden zu kdnnen, miissen wir festlegen:

@ Die Funktion Split (Mengenaufteilung)

@ untere Schranke g auf Teilmengen von X.
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Branch and Bound
Split-Operation

Wir betrachten nur solche Teilmengen von A C X, die sich durch
eine Maske m € (0, 1, )" folgendermassen beschreiben lassen

A={xe X :Vi:mj#x*= x;=m;}

Die Maske schreibt also fiir eine Position i den Wert von x; vor,
wenn m; = 0 oder m; = 1. Ansonsten ist der Wert dort beliebig

(m,- = *)

Split(A)=(B,C) mit B={xc€ A:x, =0}, C={xc A: x =1}
k=min{i:3x,y € A: x; # yi}

Beispiel:
Split(010%**) = (0100%*, 0101%x)
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Branch and Bound

Verzweigung fiir n = 3

k% %k

111 110 101 100 011 010 001 000
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Branch and Bound

Bestimmung einer unteren Schranke g

Berechnung von g ist ein Kompromiss aus zwei Forderungen:
@ Untere Schranke g(A) soll méglichst nah am wahren
Kostenminimum auf A C X liegen
@ Zeitaufwand soll moéglichst gering sein, insbesondere deutlich
geringer als die Berechnung durch Aufzédhlen von A.

Schranke fiir Teilmenge mit Maske m = (my, my, ..., my,)
@ Berechne Kosten v und verbrauchtes Volumen v auf der
festgelegten Objektmenge, also auf | = {i : m; # «}.

Y=—= Z pPi, v = Z ti
il icl
@ Finde mit Greedy die minimalen Kosten [ fiir das fraktionale
Rucksackproblem mit Greedy auf der nicht festgelegten
Objektmenge fiir Kapazitidt ¢/ = ¢ — v.

Dann ist v + 3 untere Schranke an Kosten auf der Teilmenge.
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Branch and Bound

Beispiel: Branch and Bound fiir 0/1-Rucksack

i |1 2 3 45
pi|l8 2 7 8 3
tt |13 1 4 5 2
.| 8 7 8 3
ulz 2 7 5 3
b g(TOP(S))
+00 -20.2
+00 -20.2
+00 -20.2 11%kk,
+o0 -20.2  111%%, 110%x*,
+o00 -19.0  1110%, 110%x,
—20.0 -20.0 11101, 11100,
—20.0 -17.0 11100,
—20.0 -19.5 110%x,
—-20.0 -19.8
—20.0 -17.0
Resultat: minyex f(x) = bgnar = —20.0

Stack S
*kokok ok ok
Lokskok, Qkkkk
10%%k, Okkkx
10%%%, Okkxx
10%kk, Ok**x

110%,

110%%,
10%kk, Ok**x
10%%k, Okkxx
Ok kk*

b « 400, INIT(S), PUSH(S.X) ;
while not EMPTY(S) do
A=POP(S);
if g(A) < b then
if |A| == 1 then
b — g(A);
end
else
if A (0 then
(B, C)=Split(A);
PUSH(S,B)

PUSH(S,C)

end
end
end
end
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Branch and Bound

Branch and Bound fiir TSP

@ Operiere auf Kantenmengen (statt auf Permutationen der Stadte).
Zulassige Kantenmengen: maximal je eine eingehende und eine
ausgehende Kante pro Stadt, keine Zyklen kiirzer als n (Anzahl Stidte).

@ Split-Operation fiir Kantenmengen wie fiir Objektmengen bei Rucksack.

@ Untere Schranke: Kosten der gewdhlten Kanten + Kosten der billigsten
eingehenden und ausgehenden Kanten der unverbundenen Stadte.

Beispiel fiir untere Schranke bei TSP:

Betrachte Teilmenge von L&sungen, die

! 2 3 4 5 Kanten (1,2) und (2, 3) enthalten.
1| - 5 13 8 17 .
Kosten der vorhandenen Kanten: dis + ds
207 - 9 4 14 - N _
3112 10 6 7 minimale Kosten fiir ausgehende Kanten:
- +%(d34 + da1 + dsa)

418 4 9 - 11 minimale Kosten fiir eingehende Kanten:
5115 14 8 12 -

+%(d41 + ds5 + ds6)
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Branch and Bound

Branch and Bound fiir TSP

@ Operiere auf Kantenmengen (statt auf Permutationen der Stadte).
Zulassige Kantenmengen: maximal je eine eingehende und eine
ausgehende Kante pro Stadt, keine Zyklen kiirzer als n (Anzahl Stidte).

@ Split-Operation fiir Kantenmengen wie fiir Objektmengen bei Rucksack.
@ Untere Schranke: Kosten der gewdhlten Kanten + Kosten der billigsten
eingehenden und ausgehenden Kanten der unverbundenen Stadte.

Beispiel fiir untere Schranke bei TSP:

Betrachte Teilmenge von L&sungen, die
Kanten (1,2) und (2, 3) enthalten.

Kosten der vorhandenen Kanten: di> + da3
minimale Kosten fiir ausgehende Kanten:

a s W=

2- -6 / +%(d34 + da1 + dsa)
8 - - - 1 2% L )
15 19 minimale Kosten fiir eingehende Kanten:

+%(d41 + ds5 + ds6)
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Branch and Bound

Zusammenfassung: Deterministische Optimierung

@ Problemstellung: Losungsmenge X, Bewertungsfunktion
f : X — R. Finde globales Extremum (Minimum oder
Maximum) von f.

@ Dynamische Programmierung: Losung wird durch Erweitern
von Losungen kleinerer Teilprobleme konstruiert. Hierzu
miissen i.A. mehrere Lésungen fiir jede ProblemgroBe
berechnet werden.

o Greedy: lteratives Erweitern der Losung, so dass in jedem
einzelnen Schritt maximale Kostenreduzierung bzw.
Gewinnerhohung stattfindet.

@ Branch and Bound: Durchsuchen der Lésungsmenge unter

Vernachlassigung von Teilmengen, die keine Verbesserung
gegeniiber bereits gefundenen Losungen enthalten kdnnen.

Nachste Vorlesung: stochastische Optimierungsalgorithmen
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