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Das Rucksack-Problem

Ein Dieb, der einen Safe ausraubt, findet in ihm N Typen von Gegenstéanden
unterschiedlicher Grolie und unterschiedlichen Werts, hat aber nur einen kleinen
Rucksack der GréRe M zur Verfligung, um die Gegenstande zu tragen.

Das Rucksack-Problem besteht darin, diejenige Kombination von Gegenstanden zu
finden, die der Dieb fir seinen Rucksack auswéahlen sollte, so dass der Gesamtwert der

von ihm geraubten Gegenstdnde maximal wird.

Beispiel: Der Rucksack besitzt ein Fassungsvermdgen von 17, der Safe enthélt viele
Gegenstande mit unterschiedlichen GrofRen und den angegebenen Werten.
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Abbildung zum Rucksack-Problem
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Der Dieb kann dann 5 Gegenstande A ( jedoch nicht 6) mitnehmen, so dass
die gesamte Beute den Wert 20 hat, oder er kann seinen Rucksack mit
einem D und einem E fillen, was einen Gesamtwert von 24 ergibt, oder er
kann andere Kombinationen ausprobieren. Doch fr welche Kombination

wird der Gesamtwert maximal?
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Bedeutung des Rucksack-Problems
auch im kommerziellen Bereich:

Z. B. ist es fir eine Reederei von Interesse, die beste Moglichkeit zu kennen, wie ein
Lastkraftwagen oder ein Transportflugzeug mit Gutern fir die Verschiffung beladen

werden kann.

Bei solchen Anwendungsféllen konnen auch andere Varianten des Problems auftreten:
Es konnte z. B. sein, dass von jedem Gegenstand nur eine begrenzte Anzahl vorhanden

ISt.
Fir viele solche Varianten ist der gleiche Ansatz geeignet.

Zur Losung des Rucksack-Problems mit Hilfe der dynamischen Programmierung
berechnet man die beste Kombination fur alle Grof3en eines Rucksacks bis M.

P. Stadler Algorithmen und Datenstrukturen 2 4



Algorithmus

cost [i]: der gréidte Wert, der mit einem Rucksack mit dem Fassungsvermogen i erzielt
werden kann

best [i]: das letzte Element, das hinzugefligt wurde, um das Maximum zu realisieren

- Zuerst berechnet man fir alle GroRen des Rucksacks den maximalen Wert, wenn nur
Elemente vom Typ A verwendet werden.

- Danach berechnet man den maximalen Wert, wenn nur Elemente A und B verwendet
werden.

- usw.
Die Ldsung reduziert sich auf eine einfache Berechnung von cost [i].

Annahme: Auswahl des Elements j fir den Rucksack, dann wére der beste Gesamtwert,
der erzielt werden konnte val [j] (ftr das Element) + cost [i - size [j]] (um den Rest des
Rucksacks aufzuftllen) . Wenn dieser Wert den besten Wert tbersteigt, der ohne ein
Element j erreicht werden kann, aktualisiert man cost [i] und best [i]; andernfalls 1&sst
man diese GrélRen unverandert.
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Berechnung

Diese Berechnung kann in sehr effizienter Weise realisiert werden, indem die
Operationen in einer zweckmafigen Reihenfolge ausgefthrt werden:

for (J =1; jJ<= N;j+){ Schleife tiber die Objekttypen
for (1 =1 ;0 <=M; 1i++ ) { Schleife tiber die GroRe des Rucksacks
it (i1 >=size[j] ) {
iIT ( cost[i1] < cost[i1 - size[j]] + val[]j] ) {
cost[i1] = cost[1 - size[j]] + vallj}]
best[i] = j
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LOsung des Rucksack-Beispiels
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Erklarung zur LOsung des Beispiels

Das erste Zeilenpaar zeigt den maximalen Wert (den Inhalt der Felder cost und best),
wenn nur Elemente A benutzt werden,;

das zweite Zeilenpaar zeigt den maximalen Wert, wenn nur Elemente A und B
verwendet werden, usw.

Der hdchste Wert, der mit einem Rucksack der Grofle 17 erreicht werden kann, ist 24.

Im Verlaufe der Berechnung dieses Ergebnisses hat man auch viele Teilprobleme
gelOst, z. B. ist der grof3te Wert, der mit einem Rucksack der GroRe 16 erreicht werden
kann, 22, wenn nur Elemente A, B und C verwendet werden.

Der tatséchliche Inhalt des optimalen Rucksacks kann mit Hilfe des Feldes best
berechnet werden. Per Definition ist best[M] in ihm enthalten, und der restliche Inhalt
ist der gleiche wie im optimalen Rucksack der GréRe

M - size [best [M]] USW.
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Eigenschaften

Fur die L6sung des Rucksack-Problems mit Hilfe der dynamischen Programmierung
wird eine zu N M proportionale Zeit bendtigt.

Somit kann das Rucksack-Problem leicht gelGst werden, wenn M nicht groB ist; fur
grolle Fassungsvermdgen kann die Laufzeit jedoch unvertretbar grol3 werden.

Eine grundlegende Schwierigkeit ist es, dass das Verfahren nicht anwendbar ist, wenn
M und die GrolRen oder Werte z. B. reelle Zahlen anstatt ganzer Zahlen sind.

Wenn jedoch die Fassungsvermogen sowie die GrdRen und Werte der Gegenstande
ganze Zahlen sind, so gilt das grundlegende Prinzip, dass optimale Entscheidungen
nicht geandert werden mussen, nachdem sie einmal getroffen wurden.

Jedesmal, wenn dieses allgemeine Prinzip zur Anwendung gebracht werden kann, ist
die dynamische Programmierung anwendbar.
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Greedy-Algorithmus |

Greedy-Algorithmen sind mit dem dynamischen Programmieren verwandt, jedoch
einfacher.

Die Grundsituation ist dieselbe:
Es geht um ein Optimierungsproblem; es soll sukzessiv eine optimale Ldsung - in Bezug
auf eine gegebene Bewertungsfunktion - konstruiert werden.

Wahrend man beim dynamischen Programmieren solche optimale Lésung fir alle
Kleineren Teilprobleme konstruiert und mit Hilfe dieser in einer Tabelle eingetragenen
Daten die nachst groRRere optimale LOsung konstruiert, verzichtet man bei Greedy auf
die Buchfiihrung mittels einer Tabelle. Stattdessen wird der néchste Erweiterungsschritt
zu einer (hoffentlich) optimalen Losung lediglich auf Grund der lokal verfligbaren
Informationen getétigt.
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Greedy-Algorithmus Il

Annahme: Es gibt eine Gewichtsfunktion w, die die ,,Glte* einer Losung (auch einer
Teillésung) misst. Es soll eine Losung mit maximalen w-Wert konstruiert werden.

1. Starte mit der leeren LAsung.
2. Erweitere die bisher konstruierte Teillésung wie folgt:

Wenn zur Erweiterung dieser Teillosung k Erweiterungsmaoglichkeiten zur
Verflgung stehen, die auf die vergroRerten Teillésungen |, ..., I, fihren, wahle
diejenige Teilldsung I; mit w(l;) maximal.

Der Name Greedy = gefraig erklart sich dadurch, dass ein Greedy-Algorithmus nach
der Methode ,,Nimm immer das grofiite Stlick* vorgeht.

Dieses Greedy-Prinzip kann in vielen Fallen funktionieren und tatsachlich auf eine
optimale Losung fuhren - ohne den Aufwand, der bei dynamischem Programmieren
betrieben werden muss.
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Tellmengensystem

Sei E eine endliche Menge, U eine Menge von Teilmengen von E.
(E,U) heilst Teilmengensystem, falls gilt:

1.{} eV,

2.AcB,BeU=>AcU

Das zu (E, U) gehdrige Optimierungsproblem besteht darin, fir eine beliebige
Gewichtsfunktion w : E — Z eine in U maximale Menge T ( bzgl. <) zu finden, deren
Gesamtgewicht

w(T)=2 w(e)

eeT

maximal ist.
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Kanonischer Greedy-Algorithmus

Der einem Teilmengensystem (E, U) und Gewichtsfunktion w : E — Z zugeordnete
kanonische Greedy-Algorithmus flr diese Aufgabe arbeitet wie folgt:

Ordne alle Elemente in E nach absteigendem Gewicht:
w(e;)=>...2w(e,)
T=0;
for (k=1; k<=n; k++)
f(Tu{e}eU)
T=Tu{e}
Ausgabe der Losung T;

(Soll alternativ eine maximale Menge in U mit minimalem Gewicht gefunden werden,
so ordne man zu Beginn die Elemente von E nach aufsteigendem Gewicht).

Dieser Algorithmus liefert allerdings nicht immer die optimale LOsung.
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Beispiel

Sei E={e;,e,,e5}
U={Z{e.} {&;}. {es} {e;85} }

mit  w(e,) =3
w(e,) = w(e;) =2

Dann liefert der kanonische Greedy-Algorithmus die LOsung
T={e } mitw(T) =3,

wahrend die optimale Losung dagegen T* = {e,,e;} mit w(T*) =4 ist.
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Austauscheigenschaft

Satz: Sei (E,U) ein Teilmengensystem. Der kanonische Greedy-Algorithmus liefert fir
das zugehorige Optimierungsproblem (in Bezug auf jede beliebige

Gewichtsfunktion w : E — Z) die optimale Losung, genau dann wenn (E,U) ein
Matroid ist.

Diese algebraische Struktur verlangt ein zusatzliches Axiom — die Austauscheigenschatft:

ABeU, A <|B|=Ix eB-A:AU{x} e U

Das obige Beispiel stellt kein Matroid dar, denn die Austauscheigenschaft ist bei

A={e, }undB={e,, e;} verletzt.
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Dijkstra-Algorithnmus |

Berechnung des kiirzesten Weges.

Beweis der Optimalitat der LOsung:
a) zugrundeliegende matroide Struktur zeigen
b) zeigen, dass kanonischer Greedy, angesetzt auf die matroide Struktur und eine

Gewichtsfunktion w, die gleichen Lésungen berechnet, wie der Dijkstra-
Algorithmus

a) matroide Struktur
1) Teilmengensystem (E,U)

- Grundmenge E: Menge aller Pfade (zyklenfrei) vom Startknoten s ausgehend

- Menge der LOsungen U: Menge von Pfadmengen tber E, wobei flr jede
einzelne Pfadmenge gilt, dass die enthaltenen Pfade auf verschiedene
Endknoten flhren.

Es gilt:

@elU sowie AcB,BeU = AcU also (E,U) ist Teilmengensystem
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Dijkstra-Algorithmus Il

I1) Austauscheigenschaft
Seien A, B € U zwei Pfadmengen mit |A| < |B|.
Dann gibt es genau |A| verschiedene Endknoten in A und in B befindet sich
mindestens ein Pfad mit einem weiteren Endknoten, der nicht in A
vorkommit.
Dieser Pfad kann zu A hinzugefligt werden und das Resultat liegt immer
noch in der Menge U.

= (E,U) ist Matroid

b) kanonischer Greedy hat gleiche LAosungen wie Dijkstra
kanonischer Greedy:
Ordne die Elemente nach aufsteigendem (bzw. absteigenden) Gewicht:
w(e,) < .. <w(e,)
T = J;
for (k = 1; k <= n; k++)
1T (T u {e} € U) {T=Twvu {e}; }
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Dijkstra-Algorithmus Il

Liege dem kanonischen Greedy-Algorithmus das dargestellte Teilmengensystem
(E,U) zugrunde.

Die Gewichtsfunktion auf der Grundmenge, also auf den von Startknoten s
ausgehenden Pfaden, sei die Summe der Langen der Kanten, die auf dem Pfad
liegen:

Wl(p) = Zk liegt auf p W(k)

Der kanonische Greedy-Algorithmus flr dieses Matroid und diese
Gewichtsfunktion w' erzeugt in seinem Ablauf exakt die gleichen Ergebnisse wie
der Dijkstra-Algorithmus.

(Der Dijkstra-Algorithmus ist nur effizienter, da man nicht alle von s ausgehenden
Pfade erzeugen und anschlielRend nach aufsteigenden w*-Werten sortieren muss.)
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Auftragsplanung

Gegeben:
* Menge A von n "Auftragen”, jeweils in einer Zeiteinheit zu bewaltigen,
 zu jedem Auftrag i gibt es Gewinn p;und Termin d;, an dem er abgeschlossen
sein muss (sonst kein Gewinn)
Gesucht: Menge M von Auftragen, so dass

a) M sich so sortieren lasst, dass jeder Auftrag vor seinem Abschlusstermin
erledigt wird und

b) der Gesamtgewinn maximal ist.
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Beispiel

Auftragsmenge E={a, b, c, d, e}

Wert  Termin Losung  Gewinn
Pa=13, da=2 %) 0
pp=7, dp=1 a 13
pc=9, de=1 b /
pa=3, da=2 C 9
Pe = 5, de=1 d 3
e 5
a,b 20
a,C 22
a,d 16
a,e 18
b,d 10
c,d 12
d,e 8
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Greedy LOsung

Ordne Auftrage e, absteigend nach Gewinn: p, > ... > p,
T = O;
for (k = 1; k <= n; k++)
1T ( Tu{e} isteine zulédssige Losung )
T =T v {er};
Ausgabe der Losung T ;

In T={e,,e,, - - - ,e;} seien die Auftrage nach ihrem Abschlusstermin geordnet:

d, <d,<..<d;

LOsung T ist genau dann zuldssig, wenn gilt:

d,>1,d,>2 ...d; >
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